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Lagrangeovy rovnice druhého druhu

V této kapitole jiz plijde o dynamiku, tedy o pohyb soustavy hmotnych bodld. Témér ve vsech
zajimavych pfipadech bude jejich pohyb omezen vazbami; naddle budeme uvaZovat pouze vazby
holonomni. Od kartézskych soufadnic hmotnych bodd prejdeme k zobecnénym soufadnicim® a
odvodime rovnice, které budou velmi uZiteéné jak pro feSeni prikladl, tak v dalSich kapitolach.
Vychozim bodem nam bude princip, ktery je analogii zobecnéného principu virtualni prace.

D’Alemberttiv princip

V predchozi kapitole jsme se seznamili s principem virtualni prace. Ten je vSak pouZitelny jen
v pfipadé rovnovahy, kdy sila na kazdy hmotny bod je rovna nule. V ptipadé, kdy se hmotné body
pohybuiji, je ale sila obecné nenulovd. Vime, Ze souvisi se zrychlenim podle 2. Newtonova zakona:

My Ty = Fy - (2.1)
Zde index n ¢isluje hmotné body, n =1, ... N, kde N je po¢et hmotnych bod@.

Existuje ale trik, ktery nam umozZni pouzit to, co jsme zvladli v prvni kapitole, tedy virtudlni posunuti a
virtualni praci. Ve vztazich (2.1) prevedeme vse na jednu stranu:

E

W~ Mww =0 (2.2)

Vyraz na levé strané (2.2) ma rozmér sily, mizeme ho tedy cely chapat jako silu. PouZiva se pro néj
nazev ztracend sila®. Podstatné je, e tyto ztracené sily se pro kazdy hmotny bod rovnaji nule. Lze na
né tedy aplikovat stejny postup, jako jsme v kap. 1 aplikovali na normalni sily: Vztah (2.2) pro kazdé n
vynasobime virtualnim posunutim 5’7(,1) a seCteme pro viechnanod 1 do N:

N ..
(R =M )- 7 =0 23)
n=1
Sila na kaZdy bod se skladd ze sily aktivni a vazbové, IEEH) = F'(S‘)+ FES) .* Podobné jako ve statickém
pfipadé popsaném v predchozi kapitole je virtudlni prace vazbovych sil rovna nule:

N
ZFE,E‘)’)~5F(H) =0.> Vazbové sily tedy z (2.3) vypadnou a miieme fici, 7e za pohybu soustavy
n=1

hmotnych bod( plati:

=0. (2.4)

M=

—’(a)_ = ST
(F(n) m(n)r(n)) OTtay

Il
-

n

! Jak holonomni vazby, tak zobecnéné souradnice jsme jiz potkali v kap. 1.

’Index n piseme do zavorek, abychom zde odlisili ¢islovani jednotlivych bodi od Cislovani souradnic, které
zavedeme nize a které budeme pouZzivat velmi ¢asto — Cislovani soutfadnic bude bez zavorek.

*Snad proto, Ze tato ,sila” je za pohybu rovna nule, jakoby se tedy jeji hodnota , ztratila“.

* Do sily F‘US;) ptitom zahrnujeme vSechny aktivni sily plsobici na dany bod (napf. sily od vSech ostatnich boda),

do sily 17"0[13’) viechny vazbové sily plisobici na tento bod.

5 . v, v e v . s , v. . . ’ v .
Omezujeme se pfitom samoziejmé jen na virtualni posunuti slucitelnd s vazbami. Diky tomu, Ze jde o vazby

holonomni, jde o posunuti vratna. Poznamka ,,pro stouraly”: V pfipadé reonomnich vazeb je dileZitd jesté

jedna véc. Virtualni posunuti bereme tak, Ze se odehravaji okamzité, tedy Ze se na né nespotrebuje Zzadny cas.
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Tento vysledek se nazyva d’Alembertiv® princip. Struéné bychom ho mohli vyslovit tak, Ze:

Soustava hmotnych bodu se pohybuje tak, Ze virtualni prace ztracenych sil
pfi libovolnych virtualnich posunutich slucitelnych s vazbami je nulova.

PFitom vazby omezujici pohyb povazujeme za holonomni a do ztracenych sil nezapocitdvame vazbové
sily. Matematicky je d’Alembertlv princip dan vztahem (2.4), Cili

Soustava hmotnych bodu
s holonomnimi vazbami se
pohybuje pravé tak, Ze:

n=1

N
F@_m 7 \.5F =
Z(F(n) My r(n)) Ofy =0 pro

libovolna 5?(") sluéitelna s vazbami.

Pomoci d’Alembertova principu bychom mohli fesit i nékteré priklady. Pro nas vsak bude dulezZity
hlavné proto, Ze z néj odvodime Lagrangeovy rovnice druhého druhu. Nejprve si ovsem vhodné
ocislujeme soufadnice a dalsi veli¢iny, aby se nam s nimi dobfe a jednotné pracovalo.

Konfiguracni prostor

7

V dal$im odvozovani pfejdeme od vektorl k soufadnicim. Pfitom bude uZite¢né ocislovat si vSsechny

souradnice ,,plynule vpred”, tedy nasledujicim zplsobem:

’in Z(X1'Xz'x3)

’?(2) :(X4’X5’X6)
F(3) =(X7'X8'X9)

ﬁN) = (X3N—z 1 X3n_1: X3y )

Naprosto stejné odislujeme slozky sil”:

m =(F1,FZ,F3)

Podobné znaceni zavedeme i pro hmotnosti bod:

mgy,=m,=m,=m,
M, =m, =ms=m
My =My _, =My 1 =My

(2.5)

(2.6)

(2.7)

Na prvni pohled to mze pusobit ,,neekonomicky” zavadét pro hmotnost jednoho bodu tfi rGzné
symboly, ale umoZni ndm to zapsat napfiklad druhy Newton(iv zakon velmi jednoduse pro vsechny

souradnice:

6 Vyslovujeme [dalambérv].

7 Stejné cislovani budeme pouzivat pro slozky aktivnich a vazbovych sil.

(2.8)
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Formalné mlzZeme fici, Ze polohy N hmotnych bod( popisujeme jedinym 3N-rozmérnym vektorem:
(X1, X5, X5, X000 Xgy) (2.9)

Toto mdZeme chapat jako polohu jediného bodu ve 3N-rozmérném prostoru®. Tomuto prostoru se
fika konfiguraéni prostor®.

Konfiguracni prostor samoziejmé v pfirodé redlné neexistuje, je to matematicka abstrakce. Pohyb
soustavy hmotnych bod( prosté formalné vyjadfujeme jako pohyb jednoho bodu v 3N-rozmérném
konfiguranim prostoru. Pokud vdm toto vyjadiovani pfipada pfilis nepfirozené, berte to prosté tak,
Zze mame 3N souradnic, které se méni s Casem:

x,=x,(t), i=1,...,3N. (2.10)

Jak pomoci souradnic konfiguraéniho prostoru zapsat d Alembertlv princip, tedy vztah (2.4), ktery
plati p¥i pohybu soustavy hmotnych bod(? Jednoduge™:

%(FI@ -m,%)-0x, =0 (2.11)

i=1

Zobecnéné souradnice

Se zobecnénymi soufadnicemi jsme se jiz potkali v pfikladu v kapitole 1.
Naptiklad polohu matematického kyvadla jednoznacné vyjadiime pomoci
jediné soufadnice ¢, viz obrazek. Zndme-li hodnotu ¢, jsou kartézské

soufadnice dény vztahy™

x=I[-sing
y=I-cosp (212)
z=0

Dalsim prikladem muze byt pohyb hmotného bodu na naklonéné roviné.
Vtomto pripadé miZe byt rozumné méfit polohu bodu méfitkem

natazenym podél naklonéné roviny; pfislusSnou souradnici oznacime treba &,
viz obrazek vlevo. Kartézské souradnice jsou opét hodnotou £ jednoznacné
dany**:

x=¢&-cosa (2.13)
y=-&-sina '

Vidime, Ze zobecnéné souradnice volime tak, abychom respektovali vazby. Hodnoty kartézskych
souradnic nemohou byt libovolné, jsou omezeny vazbami. (Bod naptiklad nemize byt ,zatlacen” do
naklonéné roviny.) Zobecnéné souradnice naproti tomu mohou mit libovolné hodnoty. (¢ v nasem

8 Jde pritom o fiktivni bod, nikoli o jeden z hmotnych bodU soustavy. Také nam muZe pFipadat trochu zvlastni,
Ze tomuto bodu pfislusi fada rlznych hmotnosti (2.7). Ale jde o formalini vyjadfovani, a da se na néj zvyknout.
’ Konfiguraci soustavy hmotnych bodd, tedy polohy vSsech hmotnych bodl v ,nasem” tfirozmérném prostoru
popisujeme polohou jednoho (fiktivniho) bodu v konfigura¢nim prostoru.

1% 5l07ky virtudlniho posunuti 8x; Eislujeme stejné jako slozky polohovych vektord v (2.5)

u Kyvadlo kyve v roviné z=0. Misto soufadnic X1, X2, x3 zde prosté piSeme x, y, z.

'2 Sklon naklon&né roviny je konstantni, & = konst. Hodnotu z zde nepiseme, mize byt napt. z=0.
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prikladé muze byt libovolné.) Zobecnénych souradnic je ovsem méné nez 3N — je jich pravé tolik,
kolik je stupiiti volnosti soustavy™

Zobecnéné souradnice budeme oznacovat symboly q; index j ma hodnoty od 1 do poctu stupfiu

volnosti r. Kartézské souradnice jsou jednoznacné urc¢eny hodnotami zobecnénych souradnic a Casu:
. 14
x,=x,(4,,9,...,9,,t), i=1,..,3N." (2.14)

Konkrétnimi priklady téchto vztah( (pro jeden stuperi volnosti, tedy r=1) byly (2.12) a (2.13)."
Zapis (2.14) je ale trochu zdlouhavy, takZe Casto piSeme jen

xizx,(qj,t), i=1,...,3N, j=1,...,r

pripadné ani explicite nepiSeme rozsahy indext, pokud jsme dohodnuti, Zze i ,béZi“ od 1 do 3N
ajodldor:

X, :Xi(qj(t)' t) (2.15)

Zobecnéné rychlosti (a nékolik pomocnych vztaht)

Z Gvodniho kurzu mechaniky jsme zvykli pracovat s kartézskymi slozkami rychlosti v, =X, —di 16

dt
Ty vystihuji, jak rychle se s casem méni soufadnice x,. Podobné Casové derivace souradnic q;

dq, .
qj = % vyjadruji rychlost zmény zobecnénych souradnic s casem. Rikdme jim zobecnéné rychlosti.
t

Kartézské slozky rychlosti Ize vyjadrit pomoci zobecnénych rychlosti. Zderivujeme-li (2.15) podle ¢asu
a pouZzijeme pravidla o derivaci sloZzené funkce vice proménnych, dostavame

L=>»—"L.qg+—L. (2.16)

Z@x E X 0x X
“0q, dt | ot Soq, Vot

Pfitom parcialni derivace na pravé strané (2.16) jsou funkcemi zobecnénych soufadnic g, a Casu.

s qve v . 1. . 17
Jevidét, Ze x, zavisinaq,, g, at.

BV obou uvedenych pfrikladech byl jen jeden stupen volnosti, takze jsme méli vzdy jen jednu zobecnénou
souradnici. Kdybychom uvazovali nikoli kyvadlo kyvajici v jedné roviné, ale sférické kyvadlo, potrebovali
bychom k uréeni jeho polohy dvé souradnice, napriklad sférické souradnice 6 a ¢.

 p¥i pohybu soustavy se samoziejmé zobecnéné souradnice méni s Casem, q,=9; ( ) takze bychom mohli

psat ob3irné&ji x, = x, (ql( ),4,(t),-.rq,(t), ), i=1,...,3N.

>V nich nebyly kartézské souradnice explicite zavislé na ¢ase. Prikladem, kdy by x; byly explicite zavislé na Case,
by bylo matematické kyvadlo, jehoZ délka zavésu I by se ménila — naptiklad néjaky roboticky mechanismus by
prodluzoval délku zavésu, tfeba podle vztahu [=] +v, -t.
'® 7de u# pouzivame &islovani soufadnic (2.5).
v Poznamenejme, Ze zobecnéné soufadnice g, azobecnéné rychlosti g, jsou vzajemné nezdvislé. Nazorné je
to vidét tfeba na stale uvadéném prikladu kyvadla: nezadvisle mizZeme nastavit polohu kyvadla, tedy soufadnici
@ a nezavisle do kyvadla strcit, tedy zadat Uhlovou rychlost (p



K pfednasce NUFY028 Teoretickd mechanika prozatimni ucebni text, verze 02
2. Lagrangeovy rovnice 2. druhu Leo$ Dvorak, MFF UK Praha, 2014

Pro dalsi odvozeni budeme potfebovat derivaci x, podle zobecnéné rychlosti g, . Derivaci (2.16)

dostaneme®®

Oy 0 Gy O o X
an j=1 aq} aqk j=1 aq}

Potfebovat budeme také derivaci X, podle zobecnéné soutadnice g, . Z (2.16) po derivaci plyne®

OX, 0 |~~0x;, . Ox - 0 | ox, | . 0 ( ox,
oq,  0q,\ =09, ot 7 0q,\ 0q, oq, \ ot

ii{%)q . g(&] _ 1(%]
i=0q,\0q,) "’ ot aq, dt\ oq,

Odvodili jsme tedy nasledujici pomocna tvrzeni:

O %K
aq, 0q,

o _dfon
aq,  dt\ oq,

V d’Alembertové principu budeme potfebovat vyjadfit jeSté virtualni posunuti ox, pomoci

(2.17)

(virtudlnich) zmén zobecnénych souradnic 5qj. Virtualni posunuti bereme jako nekonecné mal3,

pracujeme s nimi tedy jako s diferencialy. Z (2.15), ¢ili z x, = x, ( gt ), dostaneme diferencovanim
- ax,- 20
OX; =Z—-§q}. . (2.18)

Pro dalsi odvozeni je dilezZité, ze vSechny zmény 5q]. jsou navzdjem zcela nezavislé. (Kartézské
soufadnice a jejich virtudlni posunuti dx, jsou omezena vazbami, zobecnéné soufadnice mohou

nabyvat libovolnych hodnot, takze na 5q}. nejsou 7adna omezeni*’.)

18 p¥; Upravach vyuzivame toho, ze % ani % nezavisi na qk a déle toho, ze %20 pro j=k
éqj ot oq,
(rGizné slozky zobecnénych rychlosti jsou vzajemné nezavislé) a %: 1., takze %z Sy
- . I
o4, oq
9 p¥i Upravach zaménujeme poradi derivovani v druhych parcialnich derivacich. (Pfedpokladdame, ze patficné
podminky jsou zde splnény.) Navic vyuZzivame toho, Ze % je funkci qj a Casu t. Napiseme-li %:f(q.,t):
aq, aq, ’
je totdlni derivace podle ¢asu if(q_,t)zzr:i.q_ +g, co? je presné obrat na druhém fadku odvozeni.
dae” M imoq, ot

20 . v v , v . PN , . vey s v s
Pozor, nemame zde Zadny ¢len s 6t. Je to diky tomu, Ze virtualni posunuti bereme jako okamzita, neméni se
pfi nich cas.

21 A » . sy s v _yo v cov e , .
AzZ na jejich velikost, vyse jsme uz zdUraznovali, ze virtualni posunuti bereme jako infinitesimalni.
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D’Alemberttiv princip a zobecnéné souradnice

Dosadme do d’Alembertova principu (2.11) virtualni posunuti (2.18):

3N 3N r aX-
0= Z(F;(a)—mijéi)ﬁxi = Z(E("’)—mi}éi)-za—’-ﬁqj =

i=1 i=1 j=1 j

. ; (2.19)
- F®—m, &) L. 5q,

;1 ;( m; X, ) aq, q;

Toto musi za pohybu platit pro libovolng® é'q].. Jedind moZnost, jak toho dosahnout, je, Ze vSechny
¢leny ve sloZenych zdvorkdach v (2.19) jsou rovny nule:

3N 6X.

Z(F;(a)_mi)'(‘i)._lz(), j=1,...,r (2.20)
i=1 aq]

Tenhle obrat byl hrozné dulezity — ted mdme prdvé tolik rovnic, kolik je stuprit volnosti!*

Zobecnéné sily

Pro dalSi upravy dame ve vztahu (2.20) na jednu stranu ¢leny se zrychlenim a na druhou sily:

3N 3N
Zmi)‘('i % - ZE@.% 4 (2.21)
i aq} i=1 aq}

Vyraz na pravé strané (2.21) vypada jako bychom néjak prevadéli sily z kartézskych do zobecnénych
souradnic. Jak za chvili uvidime na prikladech, ono to tak opravdu je! Pro pravou stranu (2.21) proto
zavedeme specialni oznacdeni

Q= ZF@ % (2.22)

a témto ¢lendm budeme fikat zobecnéné sily.

Podivejme se, co vyjde jako zobecnénd sila v konkrétnich prikladech T_V
diskutovanych vySe. Pro bod na naklonéné roviné, podél niz méfime

soufadnici € vychazi®

Q.=F®.2 X  pw Y
os 7 o

—O~cosa+(—mg)-(—sina)=mg sina -

Vysledné Qs ma rozmér sily — dokdzete interpretovat, jaky ma fyzikalni vyznam?®®

2 Sice infinitesimalni, ale vzajemné zcela nezavisla.

2 Kdybychom méli v kyvajici se tuhé tyci tfeba 10” hmotnych bodd, tak napsat pohybové rovnice (druhé
Newtonovy zakony) pro vsechny body bychom nestihli do konce vesmiru. Kyva-li se ty¢ v jedné roviné, ma jen
jeden stupen volnosti —a nyni mame pro jeji pohyb jen jedinou rovnici! Jesté ji budeme upravovat, ale uz ted'je
vidét, jak je tento pfistup vyhodny.

* pro jednoduchost uz zde explicite nepiSeme, zZe vztah plati pro vsechnaj=1, ..., r.

% Kartézské soufadnice jsou dany vztahy (2.13). Odvozeni si pfipadné rozepiste podrobnéji, at se opravdu
vyznate, jak se tady zobecnéna sila pocita.

% Pro ovéfeni vasich Gvah: Auinol 3uguopjeu niguis op Ayn 3wnud o apr
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Pozor, zobecnéna sila nemusi mit vidy rozmér sily! Napfiklad v pfipadé
matematického kyvadla vyjde

Q, = FY -2—;+Fy(a] -2—)(;= 0-1-cosp+mg-(~I-sinp)=

= —-mgl-sing -~

Opét vychazi veli¢ina, kterd ma fyzikalni vyznam?'.

V pfipadé, Ze jde o sily konzervativni, mlZeme zobecnéné sily odvodit z potencialni energie V.

Vime, Ze pro ,normalni“ (aktivni) sily plati F= —gradV/, ve slozkach tedy”®

F=—"". (2.23)

Zobecnéné sily uréime z (2.22), kam dosadime (2.23):

W ox, I oV ox, ov
Q]- — ZE L N (2.24)
i 0q, I 0x; 0q; aq;

J

Zobecnéné sily tedy z potencialni energie pocitdme podobné, jako ,,normalni“ sily (kartézské slozky
sil), jen misto podle kartézskych derivujeme podle zobecnénych souradnic.

»Zlaty hifeb”: odvozeni Lagrangeovych rovnic druhého druhu

Rovnice (2.21) odvozené z d’Alembertova principu midzZeme s pomoci zobecnénych sil zapsat jako

3N aX-
dmi-—L=q,. (2.25)
i=1 aq}
Zbyva nam upravit jejich levou stranu. V ni mizeme vyjadfit®:
Coox, d,. .\ ox, d(. ax,) . d(&xij
Xi._z_(xi)._z_ xi._ _Xi'__
oq, dt dq; dt aq; dt| dq;
S pouzitim vyse uvedenych pomocnych vztaht (2.17) pak postupné dostavame
L oox, L d|. ox, | &L . d|ox
mx,-——— = m;,—| X;~—— _Zmixi'_ Py
= aq, = dt oq, = dt| oq,

3N v 3N y
— mii XI% _zmixi.%
- d : oq;

(2.26)

i=1 t aq] i=1
Plati ovsem (rozmyslete si, proc), ze x, %:li(xlz) a analogicky x, %:Ei(xlz)
aq;, 20q, aq; 20q,

7 poznali jste, jaky? "AlIS Juawow o apr
% 7de uz specielné v oznadeni nezdlraznujeme, Ze jde o aktivni sily.

?Jdeo podobnou Upravu, ktera se uziva tfeba pfi odvozovani integrace per partes.
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Po dosazeni do (2.26) dostavame

(2.27)

3N
bodl T = Z

i=1

Ovsem vyraz ve vnitfni zavorce neni nic jiného, neZ celkova kineticka energie soustavy hmotnych

J

3N
m, x2 Il To znamen3, Ze (2.27) dava Zm X - 6x = i QT 6T
par oq, dt aq, aq,

Vysledny tvar rovnic (2.25) odvozenych z d’Alembertova principu tedy je

djor)_or - Q. . (2.28)
dt 8q aq !

Toto uz fakticky jsou kyZené Lagrangeovy rovnice druhého druhu

Pro pfipad konzervativnich sil Ize rovnice jesté upravit. Dosadime za zobecnéné sily Q. ze vztahu
(2.24): Q. oV oV
' aq, oq, dt| o

na rychlostech g, nezavisi.*’

:_S_V. Navic mUZeme napsat Q}, =— ov . d (8 ] protoze druhy ¢len je nulovy, nebot

potencidlni energie V Zrovnic (2.28) tedy dostavame

dforT| oTr _d[ov) oV d(o(T-V)) o(T-V)
el Il ol , C0Z mUZeme prepsat jako — -
dt\ o, | oq, dt\oq,) aq, de|  oq, aq,

J

=0.

Ted uZ se samo nabizi zavést velic¢inu

L=T-V

(2.29)

Nazyvame ji Lagrangeova funkce nebo jednim slovem lagrangian®

Vysledné rovnice, které jsme odvodili, maji velmi jednoduchy tvar

djoL| oL _ 0 (2.30)
dt aq] aq

j

A pravé toto jsou Lagrangeovy rovnice druhého druhu pro pfipad konzervativnich sil

Pozndmka ,pro fajnSmekry“: Kupodivu, rovnice, které odvodime, funguji i ve specialnim pfipadé, kdy je
vyhodné zavést V, které na rychlosti zdvisi. Jde o pohyb nabité ¢astice v magnetickém poli
31 Vyslovujeme ,lagranzian®; Ize se setkat i s takto pocesténou psanou podobou
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Priklady — aneb k éemu jsou ndam Lagrangeovy rovnice dobré

Odvozeni na predchozich strankdch nebylo nejkratsi — ale ziskali jsme rovnice velmi uzite¢né. Pojdme
se podivat, jak se daji aplikovat na feseni prikladu.
Matematické kyvadlo

Nasim cilem je vyresit pohyb kyvadla s délkou zavésu l. Jako zobecnénou
soufadnici zvolime Uhel ¢ (viz obrazek).

Nejprve musime sestavit lagrangian. Ktomu potfebujeme kinetickou  y=]cos¢p
a potencidlni energii — a potfebujeme tyto energie vyjadfit pomoci ~  |....

zobecnéné soufadnice @ a zobecnéné rychlosti ¢ . YA

Pocitat kinetickou energii pres kartézské slozky rychlosti X a y by bylo zbyte¢né sloZité. Pdjdeme na
to jednoduseji. Hmotny bod se pohybuje po kruZnici, takze jeho rychlost je v=1-@w=1-¢ . Kineticka

energie je tedy T=1mv’ =1iml’p’.

Potencidlni energii spocteme podle ,klasického” vzorce mgh, kde vyska h=—y=—Icos¢, takie

V=-mglcose.

Lagrangian je tedy L=T-V=iml’¢* +mglcosg

a jeho derivace
oL d /.., ,. OL d ,
—=—(iml =ml°¢p, —=—-(mglcosp)=—mglsing. (2.31)
P d¢(2 ¢’ )=mlp 5 d¢( gl cosp)=-mglsing

Lagrangeova rovnice (jen jedna, protoZe Uloha ma jen jeden stupen volnosti) je obecné
dfoL)_oL _
dt\ op op

%(mlzq'))ergl sinp=0,

a po dosazeni (2.31) konkrétné:

coz po vydéleni ml2 dava
¢+%sm¢=o. (2.32)

Tuto rovnici uZz FfeSime zndmym zplsobem: pro malé vychylky je sin@=¢, rovnice je tedy
Pp+Q’p=0, kde Q:«/g/l; jeji fedeni je @=¢, -Cos(Q t+¢). Vidime, Ze lagrangeovsky
formalismus za nas rovnici nevyresi — umozni ji vsak systematickym zplisobem sestavit. Postup je
jasny:

1. Zvolit vhodné zobecnéné souradnice

2. Vyjadfit kinetickou energii a potencialni energii pomoci zobecnénych soufadnic a rychlosti

3. Sestavit lagrangian (a pfipadné si ,,bokem“ vypocitat jeho potfebné derivace)

4. Sestavit Lagrangeovy rovnice

Takto budeme pocitat i vSechny dalsi priklady.
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Valec valici se po naklonéné roviné

y

Kinetickou energii valiciho se homogenniho valce uréime napfiklad pomoci

Kénigovy véty* jako T =32mv?* =%m§2. Potencialni energie je V=mgh,

tedy V=—mg & sina . Lagrangian je

L=T-V=3m&® +mg &sina.

Potfebné parcialni derivace jsou %:imf , ﬂzmg sin¢ . Lagrangeova rovnice

d( oL oL 0
dat\ o0& ) o&
’ 7 d 3 > . _ v v
po dosazeni da E(fmg)—mg sina =0, z Cehoz
f = %g sina .
Vyslo ndm zrychleni valce podél naklonéné roviny. Opét stacilo vyjadrit kinetickou energii, potencidlni
energii, sestavit lagrangian a napsat Lagrangeovy rovnice.

Dvé zavazi na kladce

Opét pljde o problém znamy uZ z Uvodniho kurzu mechaniky. Na pevné kladce
s momentem setrvacnost / a polomérem R visi na lanku (zanedbatelné
hmotnosti) dvé zavazi, nalevo hmotnosti mi, napravo hmotnosti m,. Jak se
budou zavai pohybovat?*

Rychlosti obou zavaZi jsou stejné, x, =x, =X . (Misto x1 budeme psét prosté x.)

Uhlova rychlost kladky je @ = Xx/R . Celkova kineticka energie je tedy

1 2,1 2,1 2 _1 2 .2
T—7m1U1 +§m2U2 +7JC() —7(m1+m1+(]/R ))X .
Potencialni energie je V=m, gx, + m,gx, =(m1—mz)gx+konst. ** Lagrangian je

L=T—V=%(m1+m1+(]/R2)))'<2—(m1—m2)gx

dfay_ o
dt\ ox ox

Lagrangeovy rovnice

tedy daji

*? Prosime laskavého ¢tenare, aby si z tvodniho kurzu mechaniky pfipomnél, jak kinetickou energii pfi valeni
spocditat.

3 UvaZzujeme jen pohyb zavazi nahoru a doll, ne pfipadné kyvani do stran. Tento pfistroj je zndm pod nazvem
Atwood(v padostroj, pouZival se k méreni tihového zrychleni.

*0co prvni zavazi stoupne, o to druhé klesne, takze x, = konst. — x1. Hodnota konstanty zavisi na délce lanka,
ale vlastné nas nezajima, protoze potencialni energie je urCena az na konstantu; v Lagrangeovych rovnicich se L
derivuje, takZe jakakoli aditivni konstanta vypadne.
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d .
5((m1 +m, +(]/R2))x) + (ml—mz)g =0.
Odtud dostaneme pro zrychleni zavazi vysledek

‘= m,—m, g
m, +m1+(]/RZ)

Vidime, Ze oproti feSeni tohoto problému pomoci druhého Newtonova zdakona a druhé véty
impulsové (jak se to délalo v tvodnim kurzu klasické mechaniky) je reseni pomoci Lagrangeovych
rovnic vyrazné jednodussi. Nemusime uvaZovat tahy v lanku nalevo a napravo a misto tfi rovnic
mame rovnou rovnici jedinou.

Z uvedenych prikladd je snad vidét, Ze aplikace Lagrangeovych rovnic neni nijak sloZitd a opravdu
muze fesSeni Uloh dosti zjednodusit. Dalsi fesené priklady Ize najit v elektronické sbirce fyzikalnich
Uloh*® . Uvedeme proto u? jen jeden ptiklad, na ném? ukazeme feseni problému s vice stupni volnosti.

Sikmy vrh
V obou vyse uvedenych pfikladech Slo o pohyby s jedinym stupném volnosti, dostavali jsme tedy
jedinou Lagrangeovu rovnici. Pro ukazku ptipadu svice stupni volnosti, spoteme Lagrangeovy

rovnice pro Sikmy vrh v homogennim tihovém poli. Pljde tedy o pfiklad velmi jednoduchy, jehoz
vysledek samoziejmé zname>®.

Za zobecnéné soutadnice zvolime v tomto pfipadé kartézské souradnice x, y, z, Z
viz obrazek. Slozky rychlosti jsou x, y, z, kinetickd energie je tedy
i .
Tz%mvzz%m()'(2+y2+z'2). °m
Potencidlni energii urime podle znamého vztahu mgh, tedy V=mgz, Cili y
lagrangian je X
L=T-V=im(¥+j*+2)-mgz . (2.33)
Lagrangeovy rovnice jsou obecné®’
dfaL)_al _
dt\ox) ox ’
dfoLy oL _ (2.34)
dt\ oy oy
dfaLy oL _ g
dt\oz) oz '

* http://fyzikalniulohy.cz/index.php?predmet=14
3¢ 7 Gvodniho kurzu mechaniky nebo uz ze stfedni Skoly ho umime vyresit elementarné. Uvidime, Ze
Lagrangeovy rovnice pfirozené daji stejny vysledek.
37 4 oLy v . p ve .
Uloha ma tfi stupné volnosti, mame tedy tfi rovnice.

11


http://fyzikalniulohy.cz/index.php?predmet=14�

K pfednasce NUFY028 Teoretickd mechanika prozatimni ucebni text, verze 02

2. Lagrangeovy rovnice 2. druhu Leo$ Dvorak, MFF UK Praha, 2014
Derivace lagrangianu (2.33) jsou %:m).(, %20, 6_L: , @zo, %zmz', %:—mg
Ox 0x oy oy 0z 0z

Rovnice (2.34) daji po dosazeni

—(mx)=0,

o7 (mX)

d .

—(my)=0,

o (my)

%(mz’)+mg=0 ,

Cili

xX=0,
y=0, , (2.35)
Z=-g.

Fyzikalni vyznam ziskanych vztah( je jasny: zrychleni ve vodorovnych smérech je nulové, svisla slozka
zrychleni ma velikost g a mifi doll (proti sméru osy z). Resit uZ rovnice (2.35) musime sami, to za nas
formalismus neudéla®.

Poznamenejme, Ze tesit Sikmy vrh Lagrangeovymi rovnicemi je opravdu jako jit ,s kandnem na
vrabce”. Slo opravdu jen o ilustraci a redlné by nikdo Lagrangeovy rovnice pro takto jednoduchy
priklad nepouzil.*®> Lagrangeovy rovnice nam vyhodné poslouzi ve sloZitéjsich situacich, kde by
vypocet uzivajici sil a druhého Newtonova zakona byl vyrazné komplikovanéjsi.

38 Regeni je oviem jednoduché: x = t = =_1g¢® t ; opravdu vyjdou znamé
J J CX=U Xy Y=U, L+ Yy Z=—5gtt U, t+ 2,5 0P Y)

vztahy pro Sikmy vrh.
** Souhlasim, vypocet primo z druhého Newtonova zédkona je jednodussi a kratsi.
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